
出题人：华中科技大学

2023 年牛客多校第一场题解  

1 A Almost Correct  

题意：给定长度为  的  串 ，构造一个排序网络，使得能够将除  之外的任意  序列正确排序，且  无法被正
确排序。  组测试， ， 。

解法：记  串  中  所在位置的下标集合为 ，  所在位置的下标集合为 （下标从  开始）。令  中最大值
为 ，  中最小值为 （显然 ，因为  没被排好序）。下简写一次操作为  表示对  与  的比较
与交换。对  序列  排序方法如下：

将  中最大值挪到最右边，  中最小值挪到最左边，即执行  和 。

对  正常排序，即去掉下标  对其他元素
排序。

依次执行  ，
。

记  中  所在位置的下标集合为 ，  所在位置的下标集合为 。上面的算法满足题目要求，证明如下：

当 ，第一步结束后  且 ，显然第一步无效。第二步中  和  显然不变，其他元素已经排好
序了。第三步只能将  交换到 ，将  交换到 ，因此排序后  形如 ，在零一分界线 

 处恰有一对 ，因而未被正确排序；

当  且 ，  中一定存在一个 ，因此经过第一步操作后 ，第二步操作后  及其左边全
为 。第三步操作中，若 ，则  会被交换到 ；若 ，则会被交换到 。由于  

在第二步时已经排好序，因此交换后  有序，于是整个序列  有序；

当  时同理。

 

2 B Anticomplementary Triangle  

题意：平面上给一个  个点的凸多边形 ，要求找到  个点，使得这三个点构成的三角形的反互补三角形
包含所有点（可以在边界上）。 。

解法：乱搞题，目标是找到一个三角形使得面积极大。有很多不知道对不对但是能过的搞法，一种能证明的做法如

下：

固定 ，找到两个点  使得  最大；

尝试向左或者向右挪动 ，哪边能让  变大就往哪边挪。  挪到极大值后挪 ，  挪到极大值后挪 

，  挪到极大值后挪 ，直到没有一个点能动。

在第一步结束后，只有  能够移动。假设  逆时针移动，这之后  就只能逆时针移动，并且  中任何一个点
无法重新移动到 ，因为  在移动过程中递增，并且第一步得到的  已经是最大的。因此时间复杂度

不超过 。
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3 C Carrot Trees  

题意：给一个长为  的序列，初始状态全为 。有两种操作，第一种将区间  内的数均增加 ，第二种对区间 

 内的每个数如果大于或等于  就减去 （  在所有操作中相等）。你需要执行  次操作，输出执行完所有操作
后所有数一共被减了多少次。 ， ， 。

解法：考虑某个位置上的数。将第  次操作后的数表示成  的形式（ ），其中  代表了借位

操作次数。考虑如下的一个暴力算法：对于操作一，直接令 。对于操作二，若 （即 

），则令 ；否则令  且 。

引理：使用上述算法计算，所有操作后 。

证明：经过一次操作一， ，则 ，因而 ，与上述算法执行

过程相同。考虑操作二的两种情况：

1. 当  时，有 ，因而 。显然 ，

由数学归纳法可得若  成立则  成立，即 

。

2. 当  时，  可得 。由此时的操作  可得 

，则与第一种情况证明方法相同。

由该引理可知，因此  减少的次数一共为 （其中  为操作二的次数）。

因而本题转化为转化为区间加、单点查询历史最小值，可以参看https://oi-wiki.org/ds/seg-beats/的处理方法，或者

使用线段树分治的思想。总时间复杂度 。

 

4 D Chocolate  

题意：有一个  的网格，每格放了块巧克力。Walk Alone（懵哥）和 Kelin 轮流吃巧克力，Kelin 先吃。每轮
一个人能选择一个左下角为  的子矩形，把里面的巧克力吃光，且至少要吃一个。吃到最后一个巧克力的人输。
问懵哥和 Kelin 谁赢。  组测试数据， ， 。

解法：当  显然懵哥赢。当  或 ，假设 Kelin 第一步吃  并且懵哥赢了，那么 Kelin 可以
抢先走懵哥的必胜态且不改变局面（因为  被任意子矩形包含），因此 Kelin 必胜。

 

5 E Heap  

题意：给定一个以  为根的有根树，点个数为 ，每个点有点权 。现要求给每个点重新赋点权 ，且要求 

，其中  为  的父亲。输出最小的 。 ， 。

解法：本题主要使用到了 Slope Trick 的方法。

首先我们研究一个简单一些的题目，并从该弱化版的题目中得到本题真正的做法。
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弱化版题目：给定一个以  为根的有根树，点个数为 ，每个点有点权 。现要求给每个点重新赋

点权 ，且要求 ，其中  为  的父亲。输出最小的 。 ，

。

用  表示保证以  为根的子树满足所有父节点权值小于等于子节点，并且使得  的权值恰好为  的最小代价；
 表示使得  的权值至少为  的最小代价，即 。可以得到以下转移：

首先需要证明引理 1：

 是一个可导且单调递增的函数，且形如 ，其中： 

1. ，其中  为艾弗森括号，表示当  

时值为 ，反之为 。

2.  为  节点子树中全部  构成的可重集合。

3.  为一确定常数。

证明：递增性显然成立，下面使用数学归纳法证明该结论。

首先我们考虑叶节点  与  的形式—— ，

，因而  是一个单调递增且可导的函数，且符合归纳形式。

注：  函数在  处严格意义上不可导，但是为方便后文的表述，不妨定义 。

对其余非叶节点， 。由可导函数相加还是可导函数，  也同样可

导，且  形式具有可加性。对其做后缀  操作，则 ，因而 

 同样符合原形式。归纳得证。

考虑将  带入原转移式：

其中 。不妨对  求导，当导函数第一次大于等于  时， 。令 ，
当  时  取到最小值 ，因此令

当  时有



当  时，由于  是  的后缀 ，因而

用优先队列维护  做启发式合并可以做到 。

接下来我们回到原问题，即目标函数为平方代价。

用  表示保证以  为根的子树满足所有父节点权值小于等于子节点，并且使得  的权值恰好为  的最小代价；
 表示使得  的权值至少为  的最小代价，即 。可以得到以下转移：

用上面同样的方法，可以得到

其中  仅为关于  的集合。这时形式较为复杂，对其做后缀  操作难度较大。但是我们可以研究它的导函数以
研究它的极小值情况。对转移式两边求导有

其中  表示  的儿子集合。根据上面同样的方法，显然  是一个连续、递增、下凸的分段函数，因此 

，且由  可得

用可重集合  维护  的所有拐点以及拐点两侧的斜率差。下用同样的方法证明 

。

证明：同样引入 ，假设  的所有儿子节点  都能表示成以下形式：

代入  的转移式可得

其中 。显然  单调递增，且存在唯一零点 。考虑由于求后缀  使得  处

增加的拐点 ，令



则 ，归纳假设成立。

记  与  的最小值为 。不难注意到，当子树中存在拐点  有  时，由于已经在  极其左侧取得
最小值，因而  左侧的全部拐点都可以删去。在寻找这样的  时，可以依次枚举  中相邻的拐点，找到零点存
在的区间然后求出 ，再删去左侧的拐点。

由于  的极小值在  处取到，代入  的转移式可得

通过启发式合并可以在  的时间内求出所有集合  与每个函数对应的最小值 。总时间复杂度 

。

 

6 F Intersection  

题意：平面上有  个圆 ，要求画一个圆 （或直线）经过尽可能多的圆。 ，坐标范围 

。

解法：当  时答案为 。当  时，最优解一定能通过调整使得与至少两个圆外切。枚举 ，假设圆 

 与  外切，求  最多能与多少  相交。

记  的半径分别为 ，圆心分别为 （用复数表示）。假设对复平面进行反演映射 ，则
反演后  的圆心和半径分别变为

其中 。类似地可以计算  的圆心和半径。令反演后  与  圆心位置相同，可以得到

解得 ，其中

取圆  内部的点 ，则反演后除  外的所有圆都在  内部、  外部，且  与  内切，与  外切。对于每
个圆 ，可以计算出  与  相交时  的辐角取值区间，通过扫描线可以求出最多相交的圆的数量。总复杂度 

。

 

af://n476
af://n487


7 G LCRS Transform  

题意：给出一种对  个点的二叉树有根树（树根在 ）的操作：

由深到浅的遍历树上的每个节点 ，将  的右儿子  变为  的左儿子  的右儿子。

然后对于所有只有右儿子没有左儿子的节点，将其右儿子变为左儿子。

问进行  次操作后有多少棵树能变成给定的树。 ， 。

解法：注意到每次操作后树的前序遍历不变，因此可以用前序遍历对所有点重新标号。这样标号后点  的左儿子  

满足 ，且每次操作后边  会变为 ——  对应第一个操作，  对应第二
个操作（若执行第二个操作此时满足 ）。  次操作后变为 。

考虑  次操作后的树最开始的样子。考虑两种边：

1. 对于操作完成之后的树上的每条满足  的边 ，最开始的树中一定存在边 ——每一次
变化都是执行了 。因而需要保证此时的  且这些边对应的“区间”不相交（这里定义两条边 

 与  相交为  或 ），否则答案为 ，因为这样就无法建立一条  的
边。

2. 对于满足  条件的边 ，最开始的边可以为 ，表示这条边在第  步开始就

从连接右儿子变成连接左儿子，然后相对关系不再变化。

于是这道题等价于：一个长度为  的线段中给定一些长度大于  的区间，要求在其中添加一些长度不超过  的区
间，使得所有区间互不相交，问一共有多少种方案。

显然新添加的区间不可能跨过给定的区间，因此可以认为这些给定的区间把整个线段划分为了若干段，单独考虑每一
段的贡献。令  表示长度为  的区间的方案数，其中 。对于  有

令 。当  时  有生成函数等式：

解得

此时通过多项式求逆求出  数组的前  项，即得到了递推的系数项。考虑对于  时递推式可化简为 

，转写成多项式形式为：

即 。可以用多项式求逆和多项式开方在  时间内求解。
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8 H Matches  

题意：给定两个长度为  的序列  和 ，现在可以选择其中一个序列交换其中的两个数字，问经过至多一

次操作后最小的 。 ， 。

解法：考虑交换  ，不妨设  ，则交换前后的贡献差  ，即最

大化  。

下面使用一张图来给出最大化  的条件。首先定义：

1. 对于一对  和 ，不妨设 ，若  则称他们成反序关系，若  则为正序。

2. 若一对  与  在数轴上覆盖范围有重叠，且存在独占一段的情况，称为相交。

3. 若一对  与  在数轴上覆盖范围有重叠，一段完全包络另一段，称为包络。

4. 若一对  与  在数轴上覆盖范围没有重叠，称为不交。

不难注意到：

1. 正序相交=正序包络

2. 正序不交<反序包络

3. 反序不交<反序相交

即将反序相交、反序包络进行交换即可。

形式化证明：考虑  与  的  种大小关系，可以发现只有当  且  时，  

，一共对应  种情况。

而  ，将绝对值去掉，则有
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因而落实到最终做法：对  按  从小到大排序，将  分成 （  集合）和 （  集合）两类。

1. 反序相交：对于  中每个元素，在  中二分找到包络当前区间的区间，更新反序包络到正序不交的交换减少

量。

2. 反序包络：对于  中每个元素，在  中二分找到相交范围最大的线段（最近的左端点，最近的右端点），更
新反序相交到反序不交的交换减少量。

记录几个最值即可，时间复杂度  。

 

9 I Random  

题意：给定对  进行  次左移/右移并异或的函数 ，问期望对  上均匀随机分布的  执行多少次 

 可以变回  本身。 ， 。

解法：整体做法：对映射矩阵的极小多项式的阶枚举因数统计答案，进行莫比乌斯反演。

首先考虑下面的引理 1：

引理 1：这个随机数生成器是一个  维模  （ ）的向量空间  中的线性映射 ，且  可逆。

证明：由于题目给出的  ，因而容易证明每一步单步操作对应一个由列初等变换得到的可逆

矩阵，而  可以看作每一步操作对应的可逆矩阵的乘积。

由于矩阵  可逆，因而有引理 2：

引理 2：对于任意输入 ，周期  必然存在，即 ，即这个线性映射意义下的阶，下记为 

。

证明：如果把向量  看成一个节点，向量空间  看成一张图 ，那么显然每个点都有一个后继 

，也都有一个前驱 。这就是说  一定是由若干个环构成的。于是我们证明了每个  的周期  

必然存在，且为它的阶 。

因而最后的答案为 ，其中  表示  的二进制表示对应的向量 。当然，直接统计的时间复杂度是不可

接受的。但是以  为周期（不一定是最简周期）的向量  的数量却可能是容易的。考虑引理 3：

引理 3：以  为周期（不一定最简）的向量数量为  。

证明：立刻能发现符合条件的向量数量本质上是方程  的解集大小。也就是求  

或者说 ，其中  指的是零空间，  指的是零化度，  是单位阵。根据秩-零化度定理，解

个数就是  。

考虑通过容斥求出每个向量具体的阶，以  （ ）为阶的向量的答案可以通过对以  为周期的向量数量容斥求出。
这是因为到每一个以  的因子为最小周期的  也会以  为周期，故而我们需要容斥掉  的因子的贡献。设 

，阶为  的向量对答案的贡献为 ，则由上知 。若知  的值，莫比

乌斯反演即可线性求得 。问题可转化为求 。

然而  的量级是难以确定的。上述操作仍不足以解决此题，甚至不一定会使得时间更优。我们注意到不少  贡献

均为  ，因此尝试寻找  的性质和量级。有引理 4：
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引理 4：所有  均是方程  的解  的因子。

证明：由于  本质有限且可逆，不难发现  构成一个循环群。 根据群论的拉格朗日定理，有限

群的循环子群的阶是其母群的阶的因数。此处母群即是整个群 ，而子群

表示由阶为  的元素构成的子群 ，显然有 。

利用引理 4，我们知道最小周期  是循环子群的阶。在这里，我们可以认为其母群的阶即是最小的  使得  。

引理 5：母群的阶  是方程  的最小正整数解。其中  是极小多项式，即一

个  上的最低次首一多项式  满足 。

证明：由于  满秩，因而 ，因而 。所以不难注意到在模  的矩阵乘法运算

作用下的代数系统  也是一个群。由于 ，考虑对 

 进行因式分解，则  为  中的一项或若干项的乘积。假设  是极小多项式 

 的阶，即最小的正整数满足  的 ，则必然有 ，则可推出 

。而显然如果母群的阶 ，则 ，则  矛盾。因而该方程

的解就是原问题的解。

方程 正是标准的离散对数问题，可以使用 BSGS  求解出 ，然后对  分解出  计算答案，最后
莫比乌斯反演即可解决。

接下来，倘若我们能够证明  的范围，便可以解决此题。接下来的部分是对这样做的时间复杂度正确性的证明。

引理 6： 。

证明：对于  的特征多项式  ，由卡莱-哈密顿定理可得 。因而利用引理 5 

的结论，方程  的解一定是  的倍数，可以通过它框定  的范围。考虑  的

结构，考虑进行一个类似于 excrt 的过程——将  根据每个不可约多项式进行分解，首先研究每

个不可约质多项式下同余多项式的解范围，再升次，最后合并这些解。它在线性空间中的意义是，

每一个因式  都对应一个不变子空间，也就是  的零空间，记作  。可以验

证，所有  的直和就是  维全空间，即它们的基向量彼此线性无关。

现在我们考察每一个  。对于全空间中的某一个向量  ，它的周期即是它在每一个子空

间里的分量的周期的 。因此，我们只需要考察每一个子空间里的分量的周期的量级，求取  

即可得出全空间里的每一个分量的周期的量级。对于  ，我们考察它的不可约因子 。因

为  上  次不可约多项式  是  的因子，故而不可约多项式  的周期  不会超过  

。在这里，周期指的是最小正整数  使得  。

为了籍此推出  的周期的量级，我们需要证明引理 6.1：

引理 6.1：若  上的不可约多项式  的周期是 ，那么  的周期的上界（可以

证明是紧上界）是  。

证明：因为 ，故而 。在  上， ，于

是 。故而  的周期是  。又显然

若  则  的周期不大于  的周期，故而  的周期的上界是  

。

由此我们得到了  的规模为 ，在这里，  是不可约多项式  的次数。这

个值是显著小于  的。



最后，考虑复杂度：

结论：这样做的复杂度的级别是 。

证明：梳理一遍整个算法流程：

1. 首先我们预处理出映射矩阵  ，这需要  次  上的矩阵乘法，复杂度是  。

2. 我们首先求  的极小多项式  ：我们找到最小的  使得  

，即  。根据凯莱-哈密顿定理，  一定是其特征多项式  的根即 

，而特征多项式为  次，因而  。故而这个部分的复杂度是  。

3. 接下来，我们使用 BSGS  求出阶 ，  的规模在前文已经证明为 ，故而这里需要 

 的复杂度。

4. 然后，我们以  的复杂度分解  ，并枚举它的因数。考虑到  的规模足

够小，可以不使用莫比乌斯反演，  的暴力容斥也是可以接受的。

这样，我们就完成了此题。

 

10 J Roulette  

题意：Walk Alone 初始有  块钱，如果每次投  元，有一半的概率输掉这  元，另一半概率赢得  元。现在 

Walk Alone 采取下述策略投注：

1. 如果上一把赢了，这一把投  元

2. 如果上一把输了，这一把投  元。

问 Walk Alone 有多大概率拿到  元离开。 。

解法：不难注意到，以“输输输……输赢”为一个周期，可以赢到一块钱。因而需要经过  个这样的周期。考虑每个周
期不会输光的条件：如果当前有  元，那么不能连输超过  次，其中  是最大满足  的正整数，这样成功

的概率为 。

考虑枚举 ，对于每个 ，该段的  获胜的概率均相等。同时这样的  只有  段，配合快速幂可以在 

 的复杂度内解决本题。

 

11 K Subdivision  

题意：给定一个  个点  条边的无向图 ，可以将其中任意一条边分裂成一条长度为任意的链（向边中插任意多个
点），可以操作任意多次（也可以不操作）。问经过这样处理之后，从  号节点出发，至多走  步最多可以到多少

个节点。 ， ， 。

解法：由于需要考察从  出发走  步所能到的点，那么显然需要首先构造出  出发的 bfs 树。考虑以下两种情况：

1. 该边不在 bfs 树上。这种情况存在两个子类——该边连接了同层的两点、该边连接了不同层的两点，但是该

边去除不影响图深度的计算。则这种情况下该边都可以分裂为无穷多个点，并且不影响其他点是否可以到
达。

af://n599
af://n610


2. 该边在 bfs 树上。首先需要证明一个引理：

对于从  号节点开始的路径 ，如果需要分裂边以增加点数，那么在增加点

数相同的情况下，分裂  最优。 

证明：不失一般性的，考虑仅增加一个点。假设在  处有  条不在 bfs 树上的边，其中 

。如果这时修改 ，则会让  所有的点连接的所有非 bfs 树边

所能到达的点数减少一。那么显然当  时这个损失的量最小。

考察对于 bfs 树的叶节点  及根节点到它的路径 ，首先我们对该路径上所有边不
做处理，如果这种情况下  就已经到不了了，那么这条路径上不用分裂——因为显然分裂一次创造出来的新

点不过是置换了路径中更深的一个点，并且由引理可知这样还会损失非树边的答案。如果  可以到达，那么
需要考虑  连接的非树边条数。如果  没有连接非树边，那么通过分裂  让  变为最深的节点可以
让答案增加；否则则不要执行边分裂操作，因为这样增加了  路径上的答案会损失  连接的非树边的

答案，哪怕只有一条边也不过是打平手。

因而建立 bfs 树，模拟该过程即可，注意没有边的情况。时间复杂度 。 

 

12 L Three Permutations  

题意：给定三个长度为  的排列 ，  最开始为 ，每过一秒变为 。  次询问求变成 

 的最短时间。 ， 。

解法：注意到每过  秒  变为 ，其中  表示置换的复合运算。此时研究
这三个复合置换的置换环性质，枚举初值可以分别用 excrt 计算在  秒时变成  的最短时间，
取最小值。时间复杂度 。

 

13 M Water  

题意：给两个容积分别为  的水杯，每次可以执行以下的四种操作之一：

1. 把其中一个水杯装满水。

2. 把其中一个水杯中的全部水倒掉。

3. 把其中一个水杯中现有的水全部喝完。

4. 把一个杯子中的水尽可能转移到另一个水杯中，水不溢出。

为让懵哥喝掉恰好  体积的水，问最少要操作几次。  组询问， ， 。

解法：记 ，其中 。显然两个杯子和喝掉的水在任意时刻都能表示成  的形式，因此由裴

蜀定理当  时答案为 。当  中分别装有  水时，可以进行的操作如下：

1. 装水：将  变为  或将  变为 ；

2. 倒水：将  或  变为 ；

3. 喝水：将  或  变为  且喝掉的水  或 ；

4. 将  转移到 （  转移到  同理）：

若 ，则  变为  且  变为 ；

af://n625
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否则  变为  且  变为 ；

下面证明： 。

1. 假设  可以表示成 ，下证至多需要  次操作 。

(a)　　当  时， 。重复进行  次给  倒水、从  喝水，以及  次给  倒水、
从  喝水即可。

(b)　　当  时， 。不妨设 。进行以下操作：

2. 下证至少需要  次操作。

(a)　　 。

假设某次操作前已经喝了  水，此时两个杯子中有水量 ，记 ，
， ，构造函数 ，注意该函数

仅需要满足操作一次后函数值增大 ，且最后可以变化到 ，这里仅给出其中一个符合条件的示例函
数。可以证明在当前局面下进行任意操作后 。由于初始状态为 

，目标状态 ，因此操作次数不少于 。

(b)　　 。

当 。记 ， ， ，构造函数 

。注意该函数仅需要满足操作一次后函数值增大 ，且

最后可以变化到 ，这里仅给出其中一个符合条件的示例函数。可以证明进行任意操作后 

。由于初始状态为 ，目标状态 

，因此操作次数不少于 。

当  时同理可证操作次数不少于 。

综上 。用 exgcd 求出离原点较近的 ，并对附近的  取 

 即可。每组数据复杂度 。

cntB = 0

重复 r_0 次：
    装满 A（操作 1）

    while B != (0,1) 且 A != (0,0):

        A 转移到 B（操作 4）
        if B == (0,1) and cntB < |s_0|-1:

            倒空 B（操作 2）
            cntB += 1

    if A != (0,0):

        喝 A（操作 3）
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